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Polar 码在分集接收系统中的性能 

翟平衡，沈斌松，梁进波 
（中国电子科技集团公司第五十四研究所，河北 石家庄 050081） 

摘  要：分集接收技术是瑞利衰落信道中抗衰落最有效的办法之一，为了改善 Polar 码在瑞利衰落信道中的性

能，提出了一种基于 Polar 码的分集接收系统。分析了 Polar 码在瑞利衰落信道中的构造方式，确定了分集接

收系统中 Polar 码的信息位选择序列，并推导出了 Polar 码在分集接收系统中误码率的理论上界。仿真结果表

明，当采用四重分集时，Polar 码能获得 3 dB 的编码增益，相比 LDPC 码有 0.6 dB 的性能优势；当采用八重

分集时，Polar 码能获得 5 dB 的编码增益，相比 LDPC 码有 1.5 dB 的性能优势。分集接收能够显著提升 Polar

码在瑞利信道中的编码性能。 
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Performance of Polar code in diversity reception system 

ZHAI Pingheng, SHEN Binsong, LIANG Jinbo  
The 54th Research Institute of China Electronics Technology Group Corporation, Shijiazhuang 050081,China 

Abstract: Diversity reception is one of the most effective ways to resist fading over Rayleigh fading channels, in or-

der to improve the performance of Polar codes over Rayleigh fading channels, a diversity reception system based on 

Polar code was proposed. The information bit selectionsequences of Polar codes in diversity reception were deter-

mined, and the upper bound of BER for Polar codes in diversity reception system was derived. The simulation results 

show that when quadruple diversity reception is used, the encoding gain is greater than 3 dB and has 0.6 dB perfor-

mance advantage compared to LDPC code. Experiment results show that, when eightfold diversity is used, the en-

coding gain is greater than 5 dB and has 1.5 dB performance advantage compared to LDPC code, and diversity recep-

tion can significantly improve the performance of the system. 
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1  引言 

Polar 码是由土耳其教授 Arikan 于 2008 年在国

际信息论会议（International Symposium on Infor-

mation Theory，ISIT）上提出的，这是迄今为止唯一

一种被证明能够达到香农极限的码字。Polar 码具有

容量可达、复杂度低和时延小等优点，通过信道编

码学者的不断努力，当前 Polar 码所能达到的纠错性
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能超过目前广泛使用的 Turbo 码、低密度奇偶校检

码（low density parity check code, LDPC）。这使得

Polar 码可以被广泛应用在各类通信系统中。 

在瑞利信道中，由于存在多径传播效应，接收

信号是不同程度的衰落信号，尤其是在深度衰落的

情况下，会造成通信性能的急剧恶化。分集接收技

术通过将待传递信息以空间、频率和时间划分的方

式复现成若干个基本不相关的快衰落信号，然后以

尽可能小的损失将这些信号合并，使得出现低电平

的概率大幅降低，从而使接收机检测信号的信噪比

提高，是一种有效的抗多径效应的措施。 

参考文献[1]研究了 LDPC 码在瑞利信道中分

集接收系统的误码率，并提出了一种通用的误码

率计算方法；参考文献[2]研究了 Polar 码在高斯

信道和瑞利信道中不同调制方式下比特交织调制

系统的性能；参考文献[3]研究了 Polar 码在瑞利

信道下的编码构造和 BP 译码算法的性能；参考文

献[4]研究了瑞利衰落信道下MIMO系统分集的性

能；参考文献[5]研究了 Polar 码在 MIMO 系统中

编码码率和误码率之间的关系，参考文献[6]研究

了线性分组码在瑞利信道中的分集增益。 

本文提出了一种基于 Polar 码的分集接收系统，

分析了 Polar 码在分集系统中的编码特点，确定了基

于衰落系数均值的 Polar 码构造方式，并推导了 SC

译码算法在分集接收系统中的误码率上界，最后对

基于 Polar 码的分集接收系统进行了性能仿真。 

2  Polar 码基础 

Polar 码的核心是信道极化思想，即对 N 个相

互独立的信道 W 进行信道组合和信道拆分，可以得

到N个连续的二进制输入子信道 ( 1,2, , )i
N iW N= L ，

其中一部分子信道的信道容量趋于 1，而另一部

分子信道的信道容量趋于 0[7]。Polar 码就是选择

其中趋于 1 的信道传递有用信息，而趋于 0 的

信道传递固定比特。其中，传递有用信息的子

信道记为集合 A，而传递固定比特的子信道记为

集合 cA 。 

Polar 码的编码方式可用式（1）描述： 

 ( ) ( )c
c

N A N NA
c uG u G A u G A= = ⊕  （1） 

其中， Au 为传送有用信息的字符集合， cA
u 为传

送固定比特的字符集合， NG 为编码变换矩

阵，且：  

 n
N NG B F⊗=  （2） 

其中， NB 为排序矩阵，用以完成比特反序重排操

作， nF⊗ 表示对矩阵 F 进行 n 次克罗内积操作。

矩阵
1 0
1 1

F =
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

。 

在完成 Polar 码的编码之后，采用 BPSK 的调

制方式，调制后的调制比特经过瑞利信道，接收

机接收到的信号可以表示为： 

 ( )1 2y h x n= − +  （3） 

其中，y 为接收机的接收信号，h 为瑞利信道的衰

落因子，服从 2 1hσ = 的瑞利分布， x 为编码后的

比特数据，n 为信道的加性高斯白噪声，分布服从
2~ (0, )n N σ 。 

在接收端接收到信号进行译码时，第 i 个极

化信道的转移概率为 (1 )i
NW i N≤ ≤ ，当采用串行

抵消（successive cancellation，SC）算法时，若

ci A∈ ，信道为固定信道，直接译为固定比特，若

i A∈ ，信道为信息信道，根据信道的对数似然比

（log-likelihood ratio，LLR）来判别。 

第 i 个比特的 LLR 可以表示为： 

 ( )
( ) ( )
( ) ( )

1
1 1( ) 1

1 1 1
1 1

ˆ( | 0)
, ln

( | )
ˆ

ˆ 1

i N i
Ni N i

N i N i
N

W y u
L y u

W y u

−
−

−
=

，

，
 （4） 

判别函数可以表示为： 

 
( )
( )

( ) 1
1 1

( ) 1
1 1

0 , 0

1

ˆ
ˆ

ˆ, 0

i N i
N

i i N i
N

L y u
u

L y u

−

−

⎧⎪= ⎨
<⎪⎩

≥，

，
 （5） 

LLR 的计算可以通过递归完成，定义函数 f

和 g 为： 

 ( ), sgn( )sgn( ) min( ,| |)f a b a b a b=  （6） 
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 ( ), , ( 1)ug a b u a b= − +  （7） 

其中， ,a b R∈ ， {0,1}u∈ ，sgn 为符号函数，LLR

的递归运算可以表示为： 

 ( ) ( ) ( )2 1 2 2 2
2 1 1 1 2, ,i N i

NL y u f L L− − =  （8） 

 ( ) ( ) ( )2 2 2 1
2 1 1 1 2, , ,i N i

NL y u g L L u− =  （9） 

其中，

( )

( ) ( )
2 2 2 2

1 1 1,o 1,e

2 2 2
2 1 1,e

( ),

,

i N i i
N

i N i
N N

L L y u u

L L y u

− −

−
+

⎧ = ⊕⎪
⎨

=⎪⎩
，o 表示奇数集

合（odd），e 表示偶数集合（even），当递归达到

1N = 时，LLR 的值为信道 LLR： 

 ( )

2

2

2

2

( )
2

2( )
2

1 e
( | 0) 22πLLR ln ln
( | 1) 1 e

2π

y h

y h

P y x hyy
P y x

σ

σ

σ
σ

σ

+
−

−
−

=
= = =

=
（10） 

3  Polar 码在瑞利信道中的构造 

对于极化信道在高斯信道中的可靠性，可以

使用高斯近似（Gaussian approximation，GA）进

行计算，对于瑞利信道而言，同样可以使用高斯

近似进行极化信道可靠性估计。 

由式（ 10 ）可得信道的对数似然比为

( ) 2

2LLR hyy
σ

= ，再结合式（3），根据均值和方差

的性质，可以得到 LLR 服从
2 2

2 2

2 4h hN
σ σ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 的高斯

分布，所对应的方差是均值的两倍。那么利用高

斯近似就可以转化为均值为 ( )i
Nm 的递归计算： 

 ( )( )21(2 1) ( )
2 1 1i i

N Nm mϕ ϕ−− ⎡ ⎤= − −⎣ ⎦  （11） 

 (2 ) ( )
2 2i i

N Nm m=  （12） 

 
2

(1)
1 2

2hm
σ

=  （13） 

这里， ( )i
jm 是第 j 级极化信道中第 i 个子信道

的 LLR 值所对应的概率密度函数的均值，其中，

( )xϕ 的函数定义为： 

 ( )

2( )
411 tanh e d , 1

24π
1, 0

u x
xu x xx x

x
ϕ

−
−∞

−∞

⎧
− >⎪= ⎨

⎪ =⎩

∫  （14） 

( )xϕ 在 [0,+ ∞ )上连续单调， ( )0 1ϕ = ，

( ) 0ϕ ∞ = ， 1( )xϕ− 表示 ( )xϕ 对应的反函数。Dai

等人[8]采用累积对数误差（cumulative logarith-

mic error，CLE）评估对数域子信道的信道容

量的误差，提出了一种两段式的估计函数，表

示为： 

 ( )
20.011 6 0.421 2

2 0.294 4 0.316 9

e ,0 7.063 3
e , 7.063 3

x x

AGA x

x
x

x

−

− − −

⎧ <⎪= ⎨
>⎪⎩

≤
ϕ （15） 

各个信道的可靠性度量的计算如下： 

 ( ) ( )1 erfc(0.5 )
2

i
i NP A m=  （16） 

其中， ( ) 2

erfc (2 / π ) e d
x

x η η
∞ −= ∫ ，初始接收信号

的
2

(1)
1 2

2hm
σ

= 。 

SC 算法的误码率上界可以通过计算估计，即

误码率小于 SC 译码过程中每个信道发生错误概

率的总和，即： 

 ( ) ( )i
i A

P E P A
∈
∑≤  （17） 

4  分集接收 

在瑞利衰落信道中存在空间选择性，同一波

束在不同地点产生的电场存在不相关性，只要距

离足够远，其相关性很小，就可以认为是相互独

立的。针对这一特点，可以将多个天线置于不同

的位置，用多个天线接收信号。为了保证接收天

线的输出信号衰落是相互独立的，接收端天线之

间的距离要大于半个工作波长。当某一个接收天

线的输出信号很低时，其他接收天线的输出不一

定在这同一时刻也出现幅度低的现象，经过分集

合并选择出性能较好的接收信号作为总的接收天

线输出信号，图 1 中给出了一种采用 Polar 码的分

集系统模型。 

信号经过 Polar 编码器后，经过调制送入信

道。在接收端，采用 m 个天线的分集接收得到相

互独立的接收信号，这 m 个接收信号具有不同的
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随机相位，且服从[0,2π]的均匀分布。经过相位校

正后，m 路同相信号经过分集合并进入解调器，

最后经过译码器译码得到原始的发送码字，讨论

了分集接收系统的 Polar 码的信息位选择和分集

系统的理论误码率上界。 

4.1  Polar 码信息位的选择 

在之前的研究中，Polar 码编码时的信息位选

择序列都采用在高斯信道中的信息位选择序列，

即衰落系数 =1h 时的信息位选择序列。根据合并

信号的分布推导了分集接收系统中的 Polar 码信

息位选择序列的计算方法。 

在 Polar 码编码过程中，需要知道瑞利信道的

状态，根据极化子信道的信道容量选择数据信道

和固定信道。在分集接收的过程中，m 个接收信

号要看作相互独立的信号，经过分集合并得到合

并信号。第 i 路接收信号 iy 可以由式（3）得到： 

 ( )1 2i i iy h x n= − +  （18） 

其中， ih 和 in 分别为第 i 路接收信号的衰落系

数和高斯噪声，对于等增益相加合并方式，m

路接收信号的合并信号可以表示为： 

 

1 1

1 1

1 1 ( (1 2 ) )

1 1(1 2 )

(1 2 )

m m

i i i
i i

m m

i i
i i

c c

y y h x n
m m

x h n
m m

h x n

= =

= =

= = − +

= − +

= − +

∑ ∑

∑ ∑

 （19） 

其中，令
1

1 m

i
i

h
m =
∑ 为合并信号的衰落系数 ch ，

1

1 m

i
i

n
m =
∑ 为合并信号的噪声 cn 。 cn 的概率密度分布

服从
2

~ (0, )cn N
m
σ

，则此时的初始信道 LLR 和初

始 ( )i
Nm 为： 

 ( ) 2

2LLR mhyy
σ

=  （20） 

 
2

(1)
1 2

2hm m
σ

=  （21） 

接收端每一路的信号衰落系数 ih 相互独立且

符合 2( ( )) 1E h t = 的瑞利分布，则合并信号的衰落系

数
1

1=
m

i
i

c hh
m =
∑ 是 m 路接收信号衰落系数的均值。

当 m 趋于无穷大时， ch 的值等于瑞利分布的均值

( )E h ，则在式（20）和式（21）中选择衰落系数

( )h E h= 计算初始信道 LLR 和信息位选择序列。 

将本文提出的选择衰落系数为瑞利信道均值

计算信息位选择序列的方案记为方案 1，采用高斯

信道中的信息位选择序列的方案记为方案 2。图 2

仿真了采用二重分集和四重分集时码长为 1 024，

码率为 0.5，采用不同信息位选择序列编码时的

Polar 码性能表现。其中，译码算法为 CA-SCL 算

法，搜索宽度 L 为 32。 

从图 2 可以看到，采用二重分集和四重分集 

 
图 1  采用 Polar 码的分集接收系统模型 
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图 2  Polar 码不同信息位选择序列编码的性能 

时，采用方案 1 的系统性能均优于采用方案 2 的

系统性能。当采用二重分集时，当系统误码率低

于 51 10−× 时，方案 1 相比于方案 2 有 1 dB 的性能

优势，当采用四重分集时，系统误码率低于 -61 10×

时，方案 1 相比与方案 2 有 0.5 dB 的性能优势。 

4.2  分集合并的误码率上界 

信号经过瑞利信道后，接收信号瞬时振幅的

概率密度函数（probability density function，PDF）

为瑞利分布：  

 ( )
2

2 2

2 exp ( 0)V VP V V
k k

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
≤  （22） 

信号包络的概率分布函数可以对 ( )P V 求积

分得到： 

 ( )
2

0 21 exp VP V V
k

⎛ ⎞
− = − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 （23） 

最大比值相加是根据各个支路的输出信噪比

调整加权系数，从而达到信号信噪比最大的支路

贡献最大、其他支路贡献较小的一种合并方式，

若合并后的信号信噪比为 o
mS ，则： 

 
2

o

1 1

( )
( )

( )

m m
j

m j
j jj

V t
S S t

N t= =

= =∑ ∑  （24） 

其中， ( )jV t 和 ( )jN t 分别为 t 时刻的第 j 个分集通

道的信号电平的有效值和噪声功率， ( )jS t 为各分

集支路的信噪比。根据参考文献[9]，可以得到最

大比值相加的输出信噪比的概率密度函数： 

 ( ) ( )

o
1o

o , 1 e
1 !

mS
m

S
m

m m
S

p S S
S S m

−−
⎛ ⎞

= × ×⎜ ⎟ −⎝ ⎠
 （25） 

由于合并后的信噪比 o
mS 具有各态遍历性，因

此对于误码率为 o( )mP S 的瑞利信道按照概率密度

进行积分就能得到当输入信噪比为 S 时的输出误

码率 ( )P S ，即： 

 ( )o o o

0

,( ) ( )dm m m mP S p S S P S S
+∞

= ×∫  （26） 

其中， o( )mP S 为当输入信噪比为 S 、输出信噪比

为 o
mS 时的 Polar 码在瑞利信道中的误码率，可以

通过式（17）计算出误码率的上界。 

为了验证理论误码率的正确性，对四重分集

和八重分集下的系统理论误码率和实际系统误码

率做了仿真对比，码长为 1 024，码率 R=0.5，结

果如图 3 所示。由图 3 可以看出，当误码率低于

31 10−× 时，通过式（4）~式（5）计算得到的误码

率和通过仿真得到的曲线趋近吻合。 

 
图 3  误码率上界和实际误码率 

5  性能仿真及分析 

为了评估 Polar 码在分集接收系统中的性能，

对基于Polar码和LDPC码的分集接收系统进行了

仿真，在系统仿真中，利用 Jakes 模型产生瑞利衰
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落信道，设定最大多普勒频移为 20 Hz，各个空间

分集支路均认为是互相独立的，合并方式为等增

益合并，调制方式采用 BPSK 调制。设定 Polar

码的码长为 1 024，码率固定为 R=0.5，采用

CA-SCL 译码算法的搜索宽度 L 为 32，CRC 校检

码的生成多项式符合 LTE 协议，即： 

 
24 23 18 17 14 11

10 7 6 5 4 3

( )
1

g D D D D D D D
D D D D D D D

= + + + + + +

+ + + + + + +
（27） 

仿真的 LDPC 码符合 WiMAX 协议，其码长

为 1 152，码率 R=0.5。 

图 4 仿真了 Polar 码和 LDPC 码在 AWGN 信

道和瑞利信道下无分集接收系统的性能曲线。 

 
图 4  无分集接收系统时的性能 

对比图 4 可以得出如下结论。 

• Polar 码和 LDPC 码在高斯信道中的性能很

好，且采用 CA-SCL 译码算法的 Polar 码性

能最佳，当信噪比约为 2.2 dB 时，误码率即

可降低到 -51 10× ，相比于 LDPC 码有 0.7 dB

的性能优势，相对于无编码系统，编码增

益大于 7 dB。 

• Polar 码和 LDPC 码在瑞利信道中的性能远

远不如 AWGN 信道。即便采用性能最佳的

CA-SCL 算法时，Polar 码和 LDPC 码依然

没有显著的性能差异，且无法有效降低系

统的误码率。 

图 5 仿真了瑞利信道下分集接收采用不同分

集重数时 Polar 码和 LDPC 码的误码曲线，其中，

Polar 码采用性能最优的 CA-SCL 译码算法。 

 
图 5  不同分集重数时分集接收系统的性能 

对比结果可以得出以下结论。 

• 当分集接收系统采用二重分集时，系统

的误码性能相对于无分集系统有很大提

升，但是 Polar 码和 LDPC 码的编码增益

依然不明显，这是因为分集不够，合并

信号的衰落太深，即使再好的信道编码

也无济于事。 

• 随着分集重数的提高，信道编码的纠错性能

得以体现。当采用四重分集时，信噪比约为

7.4 dB 时，基于 Polar 码的分集接收系统误

码率即可降低到 -51 10× ，相比于 LDPC 码有

大约0.6 dB的性能优势，相对于无编码系统，

编码增益大于 3 dB。当采用八重分集时，当

信噪比为 0 dB 时，基于 Polar 码的分集接收

系统的误码率即可降低到 -51 10× ，相比与

LDPC 码有 1.5 dB 的性能优势，相对于无编

码系统有 4.5 dB 的编码增益。这是因为随着

分集重数的不断提高，合路接收信号的衰落

趋于稳定，信道的质量越来越好，通过信道

极化得到的子信道可靠性越来越高，Polar

码的编码增益得以体现。 
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6  结束语 

本文研究了基于 Polar 码的分集接收系统的性

能，通过分析分集合并系统中的合并信号的分布概

率确定了基于瑞利分布均值的信息位选择序列和译

码时的信道 LLR 初值，给出了采用不同信息位选择

序列时的性能仿真，所提方案要优于传统方案。根

据分集合并后信号的遍历性，推导了分集合并后的

理论误码率上界，最后仿真研究了不同分集重数下，

Polar 码和 LDPC 码的性能对比。仿真结果表明，基

于 Polar 码在分集接收系统中的性能表现要优于

LDPC 码。本文的研究成果为后续 Polar 码在典型瑞

利信道中的应用提供了新的思路和理论基础。 
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